Licence de mathématiques UNIVERSITE DE BREST
L3 : Topologie et analyse fonctionnelle DMTH5TOP 2012-2013

Examen du 8 janvier 2013. Durée : 3h.
Les documents, calculatrices et téléphones portables ne sont pas autorisés.
Les cing exercices sont indépendants.

Exercice 1

Soit E' = C|[z] le C-espace vectoriel des polynomes en la variable z. Pour tout f = Zgzo ap 2* €

FE on pose :

d
£ = > lax|-
k=0

1. Montrer que || || définit une norme sur E.

2. Prouver que B'(0,1) = {f € E : ||f|| < 1} n’est pas compacte. (Considérer les z™ pour
n € N.)

Exercice 11

Soient (X, d) un espace métrique compact et f : X — X une application continue telle que
d(f(z), f(z')) = d(z,z’) pour tous z,2’ € X. Si n € N, on note f" la n-iéme itérée de f.
1. a. Soit z € X. Montrer qu’il existe une suite (f"?(z))pen, extraite de (f"(z))nen, telle que :

o fp1—n _
plggof PHITP (1) = .

b. En déduire que = € f(X).

2. Conclure que f est une isométrie de X dans X.

Exercice 111

On rappelle que si (Y, 0) est un espace métrique compact, alors :
— lespace C(Y,C) des fonctions continues sur Y est un espace vectoriel normé complet pour

1flloe = supPsey | f(2)];
— une fonction K € C(Y,C) est uniformément continue, c¢’est a dire : pour tout ¢ > 0, il

existe a > 0 tel que §(y,vy') < o, y,y' € Y, implique |K (y) — K(y')| < e.

Soit (X, d) un espace métrique compact. On munit X x [0,1] de la distance d définie par
doo((z, 1), (2/,t')) = max{d(z,2’), |t — ¢'|}. On fixe une application continue K : X x [0,1] — C.
Pour tout f € E =C([0,1],C), on définit une application u(f) : X — C en posant :

1
u(ha@) = [ Kwosa.
1. a. Prouver que u(f) € F =C(X,C).
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b. On munit les espaces vectoriels E, F' de la norme || || . Démontrer que I’application u : f —
u(f) appartient & l'espace .Z(F, F') des applications linéaires continues.

2. On prend ici X = [0, 1].

a. Soit A € R. Montrer qu’il existe une constante £ > 0 telle que si |A\| < k, alors : pour tout
g € E, il existe une unique fonction f € E telle que f = g+ \u(f). (Appliquer le théoréme du
point fixe.)

b. Démontrer que pour A comme en a, Uapplication idg — Au : E — E, f — f — du(f), est

linéaire et inversible.

Exercice IV
1. Soit f : [0,1] — [0,1] une fonction continue. Montrer que f posseéde un point fixe. (Par
Pabsurde, considérer U = {t : f(t) >t} et V = {t : f(t) < t}.)

2. Soit St = {(z,y) € R? : 22 +y? = 1} le cercle unité de R? (muni de la distance euclidienne).
a. Donner une application continue ¢ : S* — S! qui ne posséde pas de point fixe.

b. Déduire de la question 1 que S' ne peut pas étre homéomorphe & un segment [a,b] de R
(avec —oo < a < b < 400).

Exercice V

Soit E = C([0, 1], R) le R-espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1], normé par || f|| ., =
supyeo,] |f(¢)]- On définit la suite de fonctions polyndmes (pn)nen C E par po(t) = (1 — 2"
(on a donc pg(t) = 1). On pose

d
A—{Zanpn ©a, € R, dz()}.

n=0

1. Montrer que A est une sous-algebre de E qui sépare les points de [0, 1]. (Utiliser la fonction

p1.) En déduire que A est dense dans F.

2. Soit f € E. On suppose que fol f@)pn(t) dt = 0 pour tout n > 0.
a. Prouver que

OS/lf(t)th_
0

pour tout g € A.

1 1
/ () —g(t))dt‘ <|f —glloo/ [F(2)| dt
0 0

b. Démontrer que fol f(t)?dt = 0 et en conclure que f = 0.
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Examen du 12 juin 2013. Durée : 3h.
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Exercice 1
Soient (Fy,dy), (Fs,ds) deux espace métriques. On munit le produit F; x F, de la distance
d((z1,22), (y1,y2)) = max{di(z1,y1), d2(x2,y2) }.

On désigne par m : F1 X Fo — F1, m1((21,22)) = 21, la premiére projection.

1. a. On suppose que (Fy,dy) est compact. Montrer que 71 est une application fermée, c’est a
dire : si A C F} x Fy est fermé alors w1 (A) lest aussi.
b. Donner un exemple dans R? = F} x F5 d’un sous-ensemble fermé A tel que 71(A) n’est pas

fermé.

2. On rappelle que le graphe d’une application f : F} — F, est défini par
L(f) =A{(z, f(z)) : 2 € Fi} C F1 x Fb.

a. Prouver que si f est continue, alors I'(f) est fermé dans F} x Fb.

b. Donner un exemple d’application non continue f : R — R dont le graphe est fermé.

c. On suppose que (Fs, ds) est compact et que le graphe de f est fermé. Démontrer que f est
continue.

Indication : si X C Fy est fermé, on introduira le sous-ensemble A = (Fy x X)NT'(f) de Fy x F5.

Notations. Dans toute la suite de I'examen on pose I = [0,1] C R et on note E = € (I,R) le
R-espace vectoriel des fonctions continues de I vers R. On rappelle que E peut étre muni de deux
normes en posant, pour f € E :

1
1l = sup | £(8)] wmz/WﬂMﬁ
tel 0

On désigne par E1, resp. Eo, le R-espace vectoriel normé (E, || ||,), resp. (E, || ||)-

Exercice 11

On définit un sous-espace vectoriel F' de E en posant F'= {p € E : p(0) = 0}.

1. Soit f € E. Expliciter une suite de fonctions (f,)n>1 C F telles que|| fr ||, </ fllo €t

Fa0) =0, full/n) = F(1/n), falt) = f(2) powr ~ <t<1.

2. En déduire que F est dense dans Ej.
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3. Montrer que la forme linéaire E — R, ¢ — ¢(0), est continue pour || ||, et prouver que F

est fermé dans F.

Exercice 111

On note Boo = {f € E : ||f|l, <1} la boule fermée de centre 0 et rayon 1 dans F.

1. a. Soient p € E et zo € I tels que ¢(xg) > 1. A Paide de la continuité de ¢ en xg, montrer
qu’il existe un intervalle K C I de longueur ¢ > 0 tel que ¢(z) > 5(1+¢(z0)) pour tout = € K.
b. En déduire que || — ¢[|; > r = £(¢(z0) — 1) pour tout ¥ € Bu.

Indication : on utilisera I'inégalité [, |p(t) — ()| dt > [ |l(t)] — | (t)]]| dt.

2. a. Démontrer que By, est un sous-ensemble fermé et borné dans Fj.

Indication : pour montrer que By, est fermé on établira a I'aide de la question 1 que le complé-
mentaire de By, est ouvert dans Ej.

b. Prouver que B, n’est pas compact dans Fj.

Indication : on pourra introduire, pour tout n > 2, la fonction continue f, qui vaut 0 sur

0,2 — L], est affine sur [§ — L, 1] et vaut 1 sur [3,1].
Exercice IV
Soit n € N. On fixe n + 1 éléments ay,...,a, deux a deux distincts dans I. Un polynéme

P € R[X] sera identifié & la fonction polynomiale ¢t — P(t) sur I. On note R, [X] le sous-espace
vectoriel de E formé des fonctions polynomiales de degré < n. On rappelle que si po, - . ., tin € R,
il existe un unique polynéme L € R,[X] tel que L(a;) = pj pour j = 0,...,n (le polynéme

d’interpolation de Lagrange).

1. a. Vérifier que
P — N(P) =max{|P(a;)| : 0<j<n}
est une norme sur R, [X].
b. En déduire l'existence de C,, € R tel que || P|, < C, N(P) pour tout P € R,[X].

2. On fixe f € E et € > 0. Démontrer qu’il existe un polynéme @ € R[X] tel que :
@ If = Qlls <€
(ii) Q(aj) = f(a;j) pour j =0,...,n.

Indication : on commencera par justifier I'existence de Qo € R[X] tel que||f — Qollox < 7o
puis on prendra (Q = Qo + L, ot L est un polynéme d’interpolation de Lagrange.
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Exercice 1

Soit £ = C*(]0,1],R) le R-espace vectoriel des fonctions continfiment dérivables sur [0, 1].

Pour f,g € E, on pose )
(F19) = 100)+ [ £ 0t

[

1. Montrer que ( | ) est un produit scalaire sur E. On note || f|| = (f(O)2 + fol f(t)? dt) la

norme associée.

2. Démontrer que||f||, = supyep 1 |f(@)] < V2| f|| pour tout f € E. (On utilisera les inégalités
1

T 1@t < (f3 f/(#)2dt)* et a+b < V2(a?+b%)2 pour a,b € Ry.)

1

3. Prouver que les normes || || et || || ne sont pas équivalentes. (Considérer f,(t) = = sin(nmt)

pour n € N*.)

Exercice 2

Soient (E,d), (F,d) deux espaces métriques et f : (F,d) — (F,d) une application continue.
On suppose que FE est compact et non vide.
1. Soit (K, )nen une suite décroissante (pour U'inclusion) de fermés non vides de FE.
a. Montrer que (), ¢y K5 est un compact non vide de E.
b. On suppose que y = f(z,) € F avec z, € K, pour tout n. En considérant une valeur
d’adhérence de la suite (xy,),, prouver que y = f(a) avec a € (\,en Kn-
c. En déduire que :

(i) ﬂ fKy,) = f( ﬂ Kn> ;o (ih) ﬂ f(K},) est un compact non vide de F.

neN neN neN

2. Donner un exemple avec E = F = R montrant que la conclusion de la question 1.c (i) est
fausse si I’on ne suppose pas que E est compact.

3. On suppose (E,d) = (F,0) et I'on note f* = fo fo---o f (n fois) la n-itme itérée de f.
Construire a l'aide des f™ et de la question 1 un sous-ensemble A compact non vide dans E tel

que f(A) = A.
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Probléme

I

Soit K =R ou C et (E,|| ||) un K-espace vectoriel normé; la distance associée a la norme est
notée d(z,y) =||z — y||.
Soit ¢ : E — K une forme linéaire non nulle. On pose H = Ker ¢. On rappelle que H est un
hyperplan de E et 1'on fixe a € F tel que ¢(a) = 1, de sorte que E = H @ Ka : tout € F
sécrit x = (x — p(x)a) + ¢(x)a.
1. Vérifier que H est un sous-espace vectoriel de E et en déduire que si H n’est pas fermé dans
E, il est dense dans E.

2. Montrer que si ¢ est continue alors H est fermé.

3. On suppose dans cette question que H est fermé.

a. Montrer que a + H = ¢~ 1(1) est fermé dans E. En déduire I'existence de p > 0 tel que
B'(0,p) N (a+ H) = 0. (On note B'(0, p) la boule fermée de centre 0 et de rayon p.)

b. Démontrer que |¢(z)] < 1 pour tout € B’(0,p). (On pourra raisonner par I'absurde et
considérer y = ﬁx)

c. En déduire que ¢ est continue.

4. On suppose que ¢ est continue et 'on désigne par [|¢|| la norme subordonnée de ¢, i.e. ||| =
Sup{ “ﬁiﬂ” iz € EN {O}} On rappelle que si z € E, d(z, H) = inf,cp d(z,y) est la distance de

za H.

a. Prouver que

lill = sup 2
neti ||h+ Adl|
Aek*
1
d(a,H)
b. Soit z = h + ¢(2)a, h € H, un élément de E. Démontrer que

et en déduire que : ||| =

d(z H) = |o(2)| d{a, H) = ']";ZH).

1I
On désigne par Cp le R-espace vectoriel formé des suites x = (2, )neny de nombres réels tels
que nh_}ngo Ty, = 0.
1. a. Vérifier (rapidement) que ||z|| = sup,,cy |zn| définit une norme sur Cy.

Pour z = (z,)n, € Cp on pose :

= 1 1
‘P(m):;yﬂ?nzxoﬁ-iml-i-?@‘f'”'

b. Montrer que ¢ : Cp — R est une forme linéaire continue pour || || et que ||| < 2.
c. Démontrer que ||¢|| = 2. (On pourra prendre x,, = k".)

2. Soit z € Cy tel que ||| = 1. Démontrer que |p(x)| < 2. (Soit 0 < & < 1; introduire ng > 1

tel que |x,,| < e pour n > ng et majorer () = 3, o Ty + > n>no > Tn.)

3. Soit H = Kerp et z € EX H. Démontrer qu'il n’existe pas de h € H tel que d(z,h) = d(z, H).
(Sid(z,h) =d(z,H), poser x = ﬁ puis utiliser 11.2 et 1.4.)
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Dans les exercices 1, 2 et 3 on désigne par (F,d) un espace métrique.

Exercice 1

1. Soit O un ouvert de (E, d). Démontrer que pour toute partie B de E ona ONB C O N B.

2. Donner un exemple de deux intervalles A, B de R tels que B est ouvert et A N B n’est pas
contenu dans AN B.

3. Donner un exemple de deux ouverts A, B de R tels que les parties AN B, ANB, AN B,
AN B et AN B sont toutes différentes.

Exercice 2

Soient K un sous-ensemble compact de (E,d) et r un réel strictement positif.
On pose F' = Uy B'(x,r) out B'(z,7) est la boule fermée de centre = et rayon r. Démontrer
que F' est fermé dans (E,d).

Exercice 3

Soit (Ky)nen une suite décroissante de compacts de (E,d), i.e. K41 C Kp, et A =,en Kn-
Soit O un ouvert de (F,d) contenant A. Démontrer qu’il existe un entier m tel que K,, C O.
Indication : On pourra raisonner par I'absurde et introduire la suite de parties K, N0, n € N,

ot1 °O est le complémentaire de O dans FE.

Exercice 4

Si f:[0,1] — [0, 1] est une fonction continue, on définit 'ensemble des points fixes de f par
(f) ={a€0,1]: f(a) = a}.
1. Pourquoi 'ensemble ®(f) est-il fermé dans R ?
2. Soit F' C [0, 1] un fermé non vide. Rappeler la définition de la distance d(z, F') de x a F', puis

démontrer qu’il existe une fonction continue de [0, 1] dans lui-méme telle que F' = ®(f).

Indication : Si a € F, introduire la fonction f définie par

x+d(x,F) si 0<z<a,
r—d(z,F) si a<z<l.

fz) =
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Probléme

Pour tout A €]0, 1] on munit 'espace C([—A, A, R) des fonctions continues de [—\, A] vers R
de la norme || f|| ., =sup {|f(z)| : z € [-A, A]}. On pose :

Cr={peC(=XALR) : (0) =0et [lpll, <1}.

1. Vérifier que Cy est un fermé non vide de I’espace vectoriel normé C([—A, A, R). En déduire que
C) est un espace métrique complet pour la distance induite, donnée par dy(¢, ) =||¢ — V|

pour @, € C,.
On note F' une fonction continue de [—1, 1] x [—1,1] vers R telle que :
(i) F(0,0) = 0;
(i) il existe k €]0,1[ tel que |F(z,y') — F(z,y)| < k|y’ — y| pour tous z,y,y" € [-1,1].

2. Expliquer pourquoi la condition (ii) est satisfaite lorsque la dérivée partielle %—5 existe et

vérifie %—i(u,v)’ <k < 1 pour tous (u,v) € [—1,1] x [-1,1].

3. Soit ¢ € Cy. Vérifier que I'on définit un élément T'(¢) € C([—X, A, R), tel que T(4)(0) = 0,
en posant :
Ve e[-NAL T(p)(z) = F(z, o(z)).

4. Montrer qu’il existe p > 0 tel que |F'(z,0)| < 1 -k pour |z| < p et en déduire qu’alors ¢ € C,
implique T'(¢) € C,,.

5. On fixe p comme en 4; on peut donc définir application T' : ¢ — T(¢) de C, dans lui-
méme. Démontrer que T' est contractante et qu’il existe une unique fonction f € C, telle que

f(z) = F(z, f(z)) pour tout x € [—p, pl.

6. Soient g € C([—1,1],R) telle que g(0) = 0 et k €]0, 1[. Montrer qu’il existe p > 0 et une
unique fonction f € C, telle que f(z) = ksin (g9(z) + f(z)) pour tout = € [—p, p].



